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Dieses Resultat, das man nieht erwartet, mahnt zu
grofser Vorsieht in der Deutung unserer Zahlen. leb beab
sichtige zunaehst solche Salze zu studiren, die in Alkohol
absolutus arieh bei niederer Temperatur leichtloslieh sind,
und hoffe· in der nachsten Mittheilung die Ergebnisse ffir
die Salze des Zinks, Cadmiums, Eisens, Mangans u. s. w.
vorlegen zu konnen. Bei mehreren derselben scheidet
sich Wasserstoff an der Kathode w1iurend der Elektro
lyse aus. Da die Losung sich jedoch daselbst verdUnnt,
so larst sich mein Apparat leicht durch eine kleine Modi
fication auch fur diese Untersllchung; geeignet erhalten.
Ich gedenke alsdanll alleh auf die Methode von Dan i ell
und Mill e r und ihre abweichenden Resultate zurlickzll
kommen..

H. Ueber einige Gesetze der Vertheilung e1ektrz"
scher Stro.me" in korperlichenLeitern mit AmtJen-.

dung auf die thierisch-elektrischen Versuche;
.. von H. Helmholtz.

Die Grundsatze flir· die Losung' solcher Aufgaben, in
denen die Vertheilung elektrischer Strome in korperliehen
Leitern in Betracht kommt, sind durch Smaasen und
K i r ch h 0 f hingestellt worden. Indessen reichen unsere
mathematisehen Hulfsmittelnur in welligen der einfachsten
FaIle aus, urn mittels jener Grundsatze die Losung der
genannten Aufgaben wirklieh vollstandig durchfuhren zu
konnen. Es stellen sich hier dieselben Schwierigkeiten
in den Wegwie bei den Problemen del' VertheHullg sta
tiseher Elektricitat auf der Oherflache leitender Korper,
Problemen, welche in mathematischer Beziehung die nachste
Verwandtschaft mit clenen der Stromvertheilung baben.
Dazu kommt, dafs wir bisher noch nicht im Stande sind,

14*
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die Stromintensitaten in anderen als linearen Leitern prae
tisch zu messen, daher wiirden wir Ergebnisse der Theorie
fiir £las Innere der durehstromten korperlichen l,eiter nieht
einmal mit der Wirkliehkeit vergleiehen konnen. Desto
grofsere praetisehe Wiehtigkeit haben in neuerer Zeit sol
ehe Au fg'aben , bei denen die Stromiutensitat in Verbin
dungen von korperliehen und linearen Leitern zu bestim-

. men ist, namentlieh dureh die thierisch - elektrisehen Ver
suehe erhalten. Fur sie lassen sieh, aueh wo die Vertbei
lung der Strome im Innern des korperliehen Leiters un
bekaunt ist, mehrere sehr einfaehe Gesetze naehweisen,
die eine gTofse Zahl der bei Versuehen in Betracht kOllJ
menden Fragen zu losen geeignet sind. Ieh werde im
Folgenden zuerst die hierher g'ehorigen Theoreme, welehe
ieh g'efunden habe, erweisen, daun die Versucheberichten,
durch welehe ieh sie, so weit es angillg, zu bestatigen
suehte, und elldlich die Art ihrer Anwendung auf die tl';ie
risch - elektrisehen Versllche kurz auseinander setzen.

1. Ich begiune mit einem Satze, den wir mit duB 0 i s
R e y m0 n d £las der Superpositionder elektrischen Strome
uennen konuen.· Er ist llieht g'anz neu; denn fiir lineare
Leitersysteme kann man ihn unmittelbar aus Kirchhof's
allg'emeinen :Formeln herauslesen; fiir korperliche Leiter,
in welche die Elektricitat aus linearen einstromt, hat ihn
Smaasen ') ausgesproehen, und du Bois-Reymond 2 )

baut einige seiner Schliisse auf die Einsieht, dafs es ein
solehes Prineip g'eben miisse. Aber da ich es nirgends in
ganz allgemeiner Form bewiesen fand, und es in dem Fol
genden vielfaeh gebrauchen werde, so hielt ieh fUr nothig,
es hier zuvorderst in voller Allgemeinheit hinzustellen.

Man kann es folgendermafsen ausspreehen:
Wenn in einem beliebigen Systeme von' Leitern elek

tromotorische Kriifte an versehiedenen Stellen vorkommen~

so ist die elektrisehe Spannung in jedem Punkte des dureh·
stromtC1t Systems gleieh der algebraisehen Summe derjeni-

1) P oggen dorff's Ann. Rd. 69, S. 161.
2) Vnters. iiber thie..; Elektr.Bd. J, S. 647.
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gen Spannungen, welche jede einzelne der elektromotori
schen Krafte unabhangig 'Von den anderenhervorbringen
wilrde. Und ebenso sind die mit drei' rechtwinklichen
Axen parallelen Componenten der Strom'intensitiit gleick
der Summe der entsprechenden Componenten, welche den
einzelnen !(riiften zugehOren.

Der Bcweis ergiebt sich sehr Ieicht aus den clrei Re
dingungen, welche K ir c h h 0 f ') fUr die Stromvertheilung
in Systemen korpei'Iicher Leiter als nothwendig und aus
reichend erwiesen hat. Wir nehmen an, dars das System
aus Stiicken von verschiedenem Material zusammengesetzt
sey, und bezeichnen innerhalb eines soIchen Stuckes die
clektrische Spannullg' in clem Punkte, dessen C..>ordinateu
x, y, z sind mit u, die nach iunen gericbtete Normale eines
Punktes der Oberflache oder der Reruhrungsflache mit einem
andern SHicke des Systems mit n, die Leitungsfahigkeit
mit k, und dieselben GrOfsen fur ein anstofsendes StUck'
von anderem Material mit u I' n l' k" so sind die drei
Bedingungen fur' das dynamische Gleichgewicht der Elek-
tricitat: '

1) fUr jeden Punkt im Innern:
d'u IPu d'u
dx' + dy' + dz' = O.

2) fUr jedenPunkt der BerUhrungsflache zweier Stucke
von verschiedenem Material:

k du +k du, =0.
dn I lin,

Darin liegt gleichzeitig, dafs an der freien Oberflache,
jenseits welcher wir k I = 0 setzen miissen,

du
dn =0.

3) fur jeden Punkt einer Flache in welcher eine elek
tromotorische Kraft ihren Sitz bat:

u-u'= U

wo U die constaute Spannungsdifferenz bezeichnet. /
1) Pogg. Ann, Bd.75, S. 189,
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Denken wir UllS nun die elektromotorischell Krafte in
'lwei Gruppen A und B gesondert, und nennen die Span
nungen, welche unter dem Einflusseder gIeichzeitigoen
Wirkung der Krafte aus der Gruppe A und derer aus B
eintreten, wie bisher u, die Von den Kraften A alIeil1 her
vorgernfenen v, die von den Kraften B allein hervorgerufe
nen w, so behauptet linser Princip, dafs

u=v+w.
, Ich will zunachst nachweisen, dafs die Function (v+w)

statt U in die obigen drei Eedingungsgoleichungen gesetzt,
dieselben identisch macht. .

Da v und w die elektrischell Spannungen seyn soIlen,
welche bei der Durchstromung des Systems unter dem Ein
flusse der betreffenden elektrischen Krafte aus der Grnppe
A oder B eintreten ,so mufs ein jedes von ihnen einzeln
genommen diedrei obigen Eeding'ungen erfiilIen. Wir
haben also fiir jeden Punkt im Innern

d2 v d2 v d2 v
la) dx' + dg' + d$;' = 0

d'w d2 w d2 w
h) dx'- + dg' + d$;' = 0

fiir jeden Punkt der Trennungsflache 'lweier Stucke von
verschiedenem Widerstande

2 ) k d v + k d VI =0
a dn I dni .

2) kdw+k dWI_O
b dn 1 dni -

fUr jeden Punkt einer elektromotorischen Flache, dessen
Krafte der Grnppe A angehOren

3a) v-v 1 =u
3b) w-w 1 =0

«der fur jeden, dessen oKrafte der Gruppe B angebOren

4a) '1'-'1'1=0

4b) W-W, = u.
Eeriicksichtigt man nUll, dafs wenn u=v+w ist,
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dl~ = d(v+w) = dv + dw
dn dn dn. dn

d"u _ d"(v+w) _ a'v + d"w
dx" - dx· - dx" dx"

u. s. w.

'V-'V!=V

W-W!=W
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daraus foIgt
U-U 1 =(v+w)-(v 1 +w 1 )= V+ W=U

wie es die GIeiehung 3 verlangt.
Somit ist das Princip der Superposition fur die eIek

trischen Spannungen vollstandig' erwiesen. Es darf natur
lich nUf bei constanten elektromotorischen Kraften allge
wendet werden. Hang'en diese Krafte dagegen von der
StroliJesdiehtigkeit ab, so bekommt die dritte Bedingungs
gieichung' eine andere Form, welche die einfaehe Addition
nieht mehr zulafst.

Ieh bemerke noeh, dars es zuweilen vortheilhaft ist, zu
den vorhandenen elektromotorisehen Kraftell l!ines Ieiten
den Systems noeh andere hinzuzudenken, und die vorhan
denen Spannungen ais die Differenz der den gesammten
und der den hinzugesetzten Kraften zugehorigell Spannull
g'en zu betrachten, ein Verfahren, welches oach dem be
wieseoen Principe offenbar erlaubt ist.

Aus dem fur die Spannungen bewiesenen Satze {oIgt
sogieich der entsprechende fur die Componenten der Strom
intellsitat. Sind erstere U oder v oder w, so sind Ietztere
nach der Axe der x beziehlich

-k du oder -k dv oder _ k dw
dx' dx'· dx

und aus

foIgt

und ebenso nach

k
du = k

dv + k
dw

dx dx dx

den beiden anderen Axen.

k du = k dv + k dw
dy dy dy

k du = k dv + k dw •
dz dz dz

II. Die foigenden Slitze beziehen sich auf den Fall,
wo constante elektromotorische Kriifte von beliebig'er Zahl
und Vertheilung im Innern eines beliebig zusammengesetzten
Leitersystems A wirksam sind, und an die Oberflliche von
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A ein anderer Leiter B angelegt wird, in welchen ein Theil
der A durchkreisenden Strome abgeleitet wird. Wir konnen
daher A den abgeleiteten und B den ableitenden Leiter
nennen.. Wir setzen zunachst voraus, dafs in B und an
seinen Beriihrungsstellen mit A keine elektromotorischen
Krafte vorkommen. Es wird dadurch die allgemeine Brauch
barkeit del' folgcnden Satze fiir bcliebige FaIle del' Anwen
dung' nicht beschrankt, da man nach dem Principe der Su
perposition die Strome, welche von den inneren Kraftell
des Leiters A in l;lem Systeme erreg't werden; erst mit An
wendung der folgenden Theoreme g'esondert bestimmcll,
und nachher die hihzufugen kann, welche Kraften im In
nern vonR odeI' an den Beriihrung'ssteIlen von A und B,
wenn dort solche vorkommen, ang·ehoren.

I) Ieh lasse zunachst' einen Satz folg'en, welchen wir
wohI passend das Princip von der elekkomotm'ischen Ober
~dche nennen konnen:

Fur jeden Leiter A J in dessen Inneren elektromoto
rische Krdfte beliebig vertheilt sind J ldrst sich eine be
stimmte Vertheilung elektromotorischer Kt'dfte in seinel'
Ober~dche angeben J welche in jedem angelegten Leitel' B
dieselben abgeleiteten Strome wie die inneren Krdfte von
AJ hervm'bringen wurde.

Diese Vertheilung wird folgendermafsen g'efunden, Man
llehme den Leiter A isolirt, ohne Verbilldung mit anderen
Leitern, bestimme die elektrische Spannung', welche ein
jeder Punkt seiner Oberflaehe beiden durch seine innercll
Krafte erregten Stro~len allnillllllt, und setze die gesuchte
elektromotorische Kraft der Oberflache in der Richtllng
von innen naeh aufsen genommen g'leich dieser elektrischen
Spallnllng, indem man naeh, Oh ms Weise die elektrolIlo
torisehen Krafte durch die zugehorigen Spannullg'sunter
sehiede gemessen denkt. Ieh werde im Folgenden die Ober
flache des Leiters A, wenn sie in der angegebenen V\7'eise
elektroll1otofisch wirksam g'edacht wird, die positiv wirk·
same Ober~dchenellnen, negativ wirksam dagegell, wenn
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ihren Kraften die entgegengesetzte Richtung bei derselben
absoluten GrOfse beigelegt werden solI.

Der Beweis des vorstehenden Satzes ergiebt sich am
leichtesten in folgender Weise. Man denke die OberfHiche .
des Leiters A negativ wirksam gemacht, und dann einen
unwirksamen zweiten Leiter B angebracht. Aus den von
Kirchhof gegebenen drei Bedingungen der Stromverthei~

lung' in dem Systeme A+B ergiebt sich leicht, dafs bei die
ser Anordnung gar keine Strome in B entstehen, die elektri
sche Spannung in seinem Illnern iiberall gleich Null bleibt,
und ·die Strome und Spannungen, welche vorher in A be
standen, unverandert forthestehen. 1m lnnern von A und
im Innern von B sind natiirlich jene drei Bedingungen, nach
wie vOr erfiillt, da daselbst alles unverandert hleihen solI.
An der Beriihrungsflache von A und B miissen die heiden
Granzbedingung'en 2 und 3 des vorigen Paragrapheu er
£iillt seyn, nlimlich

k duo +. k dUb - 0
• d bd -.Ua nb

wo U., n., k. die Werthe der betreffellden GrOfsen in A,
und Ub> nb , kb dieselben in B hezeichllet. Beriicksichtigen

wir Dun, dafs Ub , also auch dd
ub

, iiherall gleich Nullseyn
Ub

• soIl, dafs ::: eben£alls g'1eich Null seyn mufs, weil der

betreffende Theil der Oberflache von A vorher zu der
£reien aufserell Obertlache gehijrte, und dafs U nach der
Definition der llegativ wirksamen Oberflliche gleich u. seyn
mufs, so werden heide Gleichungen identisch, und es sind
also iu der That unter den angegebellen Umstanden aIle
.Bedingungen der Stromvertheilung' erfiillt. Die llegativ
wirksame Oherflache verhilldert vollstandig, dafs die Strome,
Vt' elche im lnllern des Leiters A erregt sind, und die zu
gehOrige elektrische Spannung auf andere Leiter iibergehen.

Nach dem Principe der Superposition kounen wir aber
die Spannungen uud Stromcomponenten im Innern von· B
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(deren Grofse, wie ehen hewiesen, iiherall gleich Null
ist) ansehen,' als .die algebraische Summe derjenigen Span
nungell und Stromcomponellten, welche einmal die illne
ren Krafte 'von A flir sich allein, und dann die negativ
wirksame Oberflache fUr sich allein hervorhringen wiirde.
Da nun jene Summe im Innern von B iiherall gleich Null
seyn solI, so miissen ihre heiden Summallden dort iiberall
gleiche absolute Grofse und entgegengesetztes Zeichen ha
ben. Es hringt also die neg'ativ wirksame Oberflache fUr
sich allein genau die entgegengesetzten Spaunungen nud
Stromung'en hervor, wie die inneren Krafte von A. Keh
ren wirnun das Zeichen der elektromotorischen' Krafte in
der Oberflache um, so geschieht dasselbe mit den von ihnen
ahhangigen Spannungen und Stromungen in A und B. Dar
aus folgt, dafsdie positiv wirksame Oberflache fUr sich
allein g'imau dieselben Spannungen und Stromungen in B
hervorbringt, wie die inneren Krafte' von A, .was zu be
welsell war.

2) Die Spannungen und Stromcomponenten im Innern des
abgeleiteten Leiters A wahrertd .der Ableitung sind gleich
der Summe der ohne Ableitung in ihn stattfindenden Span
nungen und Stromcomponenten, und derer, welche die po
sitiv wirksame Oberfiiiche hervorbringt.
Es trete ill dem durch die Coordinatell x, y, is irn In

llern von A g'egebenen Punktedie Spannung' W o ein, wenn
die inneren Krafte von A in diesem Leiter allein obne Ah- ...
leituilg Strome erregen, W I1 wenn sie es indem verbun
denen Leitersystelll A + B thuu, ferner + P, wenn die po
sHiv wirksame Oberflache, - P, wenn die negative Strome
in dem verbundenen Leitersystem erregt. 'In der voran
gegangenen Beweisfiihrung ist gezeigt worden, dars die
negativ wirksame Oberflache und die inneren Krlifte von
A gleichzeitig wirkend, deri' inneren Zustand von A be
stehen lassen, welcher vor der Ableitullg bestand, also
seine Spallnungen g'leich W" machen. Betrachten wir diese
nun nach dem Princip der Superposition als die Summe
derer, welche die inneren Krafte VOll A flir sich, und die
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negativ wirksall1e Oherflache fiir sich in dem System A + B
hervorhring·t, so haben wir

WO=W1-P
was sich sogleich ull1schreiben lafst in

Wi=WO+P.
Diese Gleichung ist abel' gerade das, was del' obige

Satz fiir die Spannung'en aussagt. Differenziren wir sie
llach einander nach den drei Coordinataxen, so erhaltell
wir die entsprechenden Gleichung'en fur die Stromcompo
nCllten.

3) Ver!chiedene Vm·theilungsweisen elektromotorischet·
Kriifte in der Oberfliiche des Leiters A, welche dieselben
abgeleiteten Strome, wie seine inneren Kriifte geben sol
len, konnen sich nur um cine, in allen Punkten del' Ober
fliiche denselben constanten Werth habende Differenz un
terscheiden.

Die Stromungen im Innern cines Leitersystell1s bleiben
bckanntlich unverandert, wenn man die Spannungen in
allen Punkten um eine constante Grofse C gTofser odeI'
kleiner macht. Fiihrt man diefs in dem Leiter A aus VOl'
del' Anleguog des Leiters B, und bcstimmt dann llach del'
ohen geg'ebenen Regel die Iotensitiit del' elektromotori
scheo Oherflache, so findet man auch fUr diese, welche
den oberflachlichen Spannungen gIeich seyn soIl, iiberaU
einen um C grOfseren odeI' kleineren Werth. Die GrOfse

"'dcr elcktromotorischen Kraft in den einzelnen Punkten dcr
Oberflache, welche die Wirkung' del' inneren Strome nach
aufsen ersctzen solI, ist also auszudriicken durch eine ge
'wisse Function del' Coordinaten, welcher cine wiIlkiihr·
liche Constante hinzuaddirt ist. Es lafst sich aber auch
leicht einsehen, dafs es weitel' keine Vertheilung .elektro
motorischer Krafte an del' Oberflache giebt, welche dasselbe
leisten konnte. Giibe es namlich zwei versehiedene Ver
theilungsartcn, welche in dem ang'clegten Leiter B dieseI
ben Strome hervorbrlic~ten, so konnte man nach Entfer
llung del' inneren Krafte von A die eine positiv, die an
dere neg'ativ anbringen; clann wiirde jeder Punkt von B
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von' gleichen und entg'egengesetzten StrollJen durchflossen
werden, d. h. .in B wiirdeg'ar keine Stromung stattfindell.
Daraus folgt weiter, dafs auch in A keine stattfinden kann.
Denn jede Stromcurve mufs' durch eine elektromotorische
Flache hindurchg'ehen, hier' ware abel' die einzigesolche
die Beriihrung'sflache von A und B.' Wenn abel' wedel'
in A noeh in I! eine Stromung stattfindet, mufs die Span- .
nung innerhalb jedes diesel' Leiter constant seyn, und da
die elektromotorische Kraft del' Granzflachen gleich dem
Spannungsunterschiede ihrer beiden Seiten ist, so mufs
diese .Kraft, welche in diesem FaIle die Differenz del' hei
den verglichenen Vertheilungsarten ist, in allen Punkten
del' Oberflache dieselbe seyn. Es unterscheiden sich also
die beiden Vertheilungsarten wieder nul' durch eine will
kiihrliche Constante.

Dag'egen kann ein und dieselbe elektromotorische Ober
flaehe unendlich viele Vertheilungsarten elektromotorischer
Krafte im lnnern des Leiters entspt-echen, welche nul' das
Gemeinsame haben, dafs sie in den Punkten del' Oberflache
dieselben .Spannungen hervorhringen.

lch bemerke 11OCh, dafs man den Leiter A auch in ver
schiedcne Theile Au A.u. s. w. zerlegt, jeden diesel' Theile
isolirt und fur seine inneren Krafte nach del' oben gege
benen Regel eine elektromotorische Obertlache g;esetzt den
ken kann. Es werden dann die elektromotorischen Ober
flacheil der Theile zusammen genommen dieselben Strome

,"
in B hervorbringen, wie die inneren Krafte. De11l1 wir
konnen. nach del' gegebenen' Beweisfiihrung' die inneren.
Krafte jedes einzelnen Theils durch die ihn umschliefsende
elektromotorische Flache ersetzen, wenn wir uns die Krafte
aller anderen Theile wegdenken, und kilnnen nachher naeh
dem Principe del' Superposition die Wirkung des ganzen
Leiters A als die Summe del' Wirkungen seiner einzelnen
Theile ansehen.

4. SchliefsIieh mache icli noell daranf anfmerksam, dafs
mit Hiilfe unseres Theorems foIgender Satz ohne Einschran
knng bewiesen werden kann:
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Wenn ein korperlicher Leiter mit constanten elektromoto
rischen Kraften in zwei bestimmten Punkten seiner Ober·
flache mit beliebigen linearen Leitern 'Verbunden wirdJ so
kann man an seiner Stelle immer einen linearen Leiter
'Von bestimmter elektromotorischer Kraft, und bestimmtem
Widerstande substituiren, welcher in allen angelegten linea
ren Leitern genau dieselben Strome erregen wiirde J wie
jener korperliche.

Kirchhof hat diesen Satz nul' fiir den Fall erwiesen,
dars wie in den hydroelektrischen Batterien jede elektro
motorisch wirksame Trennungs£lache zweier Stiicke von
verschiedenem Material auch den ganzen korperlichen Lei
ter in zwei vollkommen gesonderte Stucke trennt, so dafs
in seinem Innern nirg'ends vollstandig geschlossene Stromes
curven vorlwmmen, sondern diese Cllrven aIle auch den
linearen Leiter durchlaufen. Ersetzen wir aber die inneren
Krafte des korperlichen Leiters durch solche seiner Ober
£lache, wobei hier nul' die beiden Punkte derselben Zll be
riicksichtigen sind, welche mit dem Iinearen in Verbindllng
stehen, so fiihren wir den allg'emeinen Fall auf den von
K i r c hh 0 f behandelten zuriick, und del' Beweis des spe
ciellen Falls wird dadurch auch fiir den allgemeinen giiltig.
Del' Widerstand des zu· sllbstituirenden linearen Leiters ist
gleich dem des Korpers, wenn ein Strom von den bei9cn
Eintrittspllnkten del' linearen Leitung aus durch ihn hin
durchgeleitet wird.

Was fiir jeden korperlichcn Leiter gilt, gilt auch fUr
dCQ speciellen Fall cines verzweigten linearen Stromsystems.
Auch eln solches, wenn zwei bestimmte Punktc desselbcn
mit beIiebigen anderen linearen Leitern verbundcn wcrdcn,
verhalt sich diesen gegeniiber wie ein linearer Leiter von
bestimmteOi Widerstande, desscn GrOfse man nach den
bekannten Regeln fUr verzweigte Leitungen findet, und
von bcstimmter elektromotorischer Kraft, wclche durch den

<.

Spannungsunterschied. del' abgeleiteten Punkte, wie er vor
der Ableitung bestand, gegeben wird. An Beispielen be..
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statigt es sich sehr leicht, dars man nach dieser Regel die
von verzweigten Leitung'en abgeleiteten Strome ebenso
grofs findet, wie nach den fruher bekannten Reg·cIn. Wah
len wir das einfachste dieser Beispiele. Ein einfacher Stro
meskreis werde durch zwei beliebig' angenommene Punkte
a und b, in denen spaternoch andere lineare Leitungen
mit ihm verbunden werden sollen, in zwei Theile getheilt
gedacht, deren einer den Widerstand w o ' der andere den·
Widerstand WI habe, jener enthalte auchdie elektromo
torische Kraft A, deren GrOfse dem Spannungsunterschiede
an der erregenden Stelle gleich ist. Nach 0 h m' s Span
nung'sprincipien nimmt die Spannung von der positiven
Seite der erregenden Stelle langs dem Leitungsdrahte auf
Stucken von gleichem Widerstand urn ein Gleiches ab bis
zor neg'ativell Seite der erregendenStelle. Der Spannung's
ullterschied s der Punkte a und b, welcbe um ein Stuck
von den Widerstande W I von einander entferntsind, er
giebt sich danach

AWls= .
WI+WO

Diese GrOfse s ist die elektromotorische Kraft des zu
substituirenden linearen Leiters. Dessen Widerstand mufs
dem Widerstande der beiden Stucke Wo und WI gleich
seyn, wenn sie nebeneinander von a nach b durchstromt
werden; also

w= WOWI •.

WO+WI

Verbinden wir also die bestehende Leitung in den
Punkten a und b· mit einem dritten linearen Leiter vom
Widerstande W 2 , und nennen die Illtensitliten von a nach
b gerechnet in den drei Leiterstucken W o' WI und W 2 be
ziehlich i(j, ii, i 2 , so istnach unserm Theorem

. sAw,
~2 = W+O'ta --: 100 WI +.WoWa+WIWa" ,

Die Intensitaten i o und i I findeIi sich .llach dem zwei
ten Satze dieses Abschnitts

"
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•

und

Genau SO

brauehten

. A --'S:..:W:..:o,---:--__
%1= -

wo+W, Wow,+WoW.+W'W.

Aw.
wow.+wowz+w. Wz

wie es aus del' Elimination del' gewohnIieh ge
Gleiehungen

io+i. +i2 =O

i\w\=i2 w2 =io wo+A

gefunden wird.
III. Jeh mufs hier zunaehst die Beziehungen erortern, in

welchen die aufgestellten Satze zli gewissenanderen aus
del' Theorie del' statisehen ElektrieWit und des Mag'netis
mus stehen.

In einer friiheren Abhandlung 1) habe ieh schon die
Thatsaehe, dafs elektromotoriseh differente Korper, welche
sieh berubren, eine constante Spanllungsdifferenz zeigen,
mathematisch so ausgesproehell, dafs die Potentialfunction
aller freit'm Elektrieitat in ihnen urn eine constante Diffe
renz versehieden seyn musse, unahbangig von del' Gestalt
und GrOfse del' beiden Leiter. Zwar ist in del' angefiibr-

. ten Stelle l1ieht das Wort» Potentialfunction» sondei'll» freie
Spannung» gebraueht, aber auf Seite 41 und 42 derselben
Schrift findet sich die Definition des Begriffs del' freien
Spannung, welche identisch ist mit dem, was Ga u f s Po
tential, G r e e n Potelltialfullction gcnallnt hat 2).

Spa-
I ) Ueber die ErhaILung der I{raft. Berlin 1847, S. 47.
2) Ieh benutzte diese Gclegenheit auf einige von Clansius besprochene

Punkte del' erwiihnlen Sehrift folgendes zu erwiederu. Die Abweichung,
welche er in diescn Annalen Bd. LXXXVI, S. 343, Anm. 2 beruhrt,
bemht nul' auf einem Untersehicde des Namens, nicht del' Sache. De
lin;rt Ulan das Potential zweier Massen auf cinandcr als die Summ·c der
Potcntiale aller Masscnelemente del' cincn auf allc der andeI'D, so kann

..
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Spater hat Kirchhof dasselbe auf die elektromotorisch
differenten Korper in geschlossenen galvanischen Kreisen
ausgedehnt, und nachg'ewiesen, dars dasjenige, was man
bisher als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der
Elektr,icWit in durchstromten Korpern bezeichnet hatte, cler
verschiedene Werth der Potentialfunction sey, und dars
in constant clurchstromten homogenen ,I~eitern diese Func
tion nur solcher Freier Elektricitiit ang'ehoren konne, welche
auf der Oberfltiche und aufserhalb cler Leiter vertheiIt sey.

Ga urs hat gezeigt I), dafs wenn Elektricitat (oder
Mag'netismlls) in einer Flache verbreitet sey, und zwar
die Meng'e k auf der Flacheneinheit, die Potentialfullction
auf beiden Seiten einer soIchen Flache keine verschiede-

, . .
nell Werthe habe, wohl aber ihr Differentialquotient, in

man hei del' BiIdung des Potentials cineI' Masse auf sich selhst, entwe
del' die Potentialc aller Comhinationen odeI' allcr Varialionen je zweicr
Elemente summiren. 1m lelzteren Faile wi,'d die Summe doppe!t so
grofs als im ersten. Da ich hei del' Ahfassung jener Schrift in del' mil'
zu Gehotc stchenden Literatur nichts iiber cinell etwa schon feststehe';
den Gehrauch dieses Begrilfs ermiueln konnte, zag ich es VOl', in del'
Consequenz del' VOn mil' vorausgeschiekten Definitioncn zu hleihen, welche
den Variationen den Vorzug gah. Uchrigens gebe ich es gern zu, dafs
die andere Definition von dem Begriffc des Potentials einer Masse auf
sich selbst, welche hei del' Summirung nul' die Combination'en wahIt,

fur die iihrigen Beziehungen des Potentialbegriffes aogemessener ist" so
wie sie denn auch allein del' Definition dieses Begriffs von N e u man n
entsprichl. Meine Formeln sind also streng richtig, wenn man meine
Definition zu Grunde legt, und lassen sich in die von C I a u s ius un
miuelhar iibertragen, wenn man jedem Potential einer Masse auf sich
selbst den Factor 2 hinzusetzt. - Zu S. 362 Anm, hemerke ieh, dafs
del' Begriff »AbleitungsgrOfse" fiir Leidener Flaschen schon von anderen
Physikern gebraucht iSI, und' da es an ,cineI' mathematischen Definition
fehlte, ich als solche die Gleichung C S = Q auf Seite 43 meiner Schrift
hingesetzt hahe. - Wenn Hrn. Clausius auf S. 343 Anm. 1 einige
Stellen jener Schrift »ungenau" erscheinen, so werden sic hoffentlich
von diesem Vorwurfe n .... in dem Sinne getroffen' werden, in welchem
jede Anwendung eines mathematischcn Geselzes auf die Wirldichkeit
ungenau ist, weit stels eine Reihl' von Neheneinflussen unberiicksiehtigt

hleiht.
1) Result. d. magnet. Vereins, 1839, S. 27.

Poggendorff's Annal. Bd.LXXXIX. 15
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der Ricbtung' senkrecht g'egen die Flache gcnomn'en. Ncn-
. d' du f' J . . d du f d dnen wlr lesen d- au (er emen, un d- au er an ern

n) ~

Scite del' Flache, wobei vorausgesetzt wird, dafs die Nor
malen del' Flache yon ihrem Fufspunkt in diesel' nach ent
gegeng'csetzten Richtungen hin gerncssen werden, so ist
nach Gaufs

1) du· dll
d- + d-=-4nx.

n) n2

Ein solcher Fall kommt gemafs Kirchhof's zweiter
Beding'ung' fUr das dynamische Gleichgewicht del' Elektri
citat in durchstromten Lcitersystcmen an den Beriihrungs
flachcn zweier Leiter yon verschiedenem Widerstande und
gleicher elektromotorischer Kraft vor. Hier ist die Poten
tiaIfunction auf beiden Seiten del' Flache von gleichem
Werthe, abel' ihr Differentialquotient verschieden.

Denken wir uus dag'eg'en eine Flacbe auf einer Seite
mit positiveI' Elektricitat, auf del' andern mit einer glei
chen Quantitat negativer belegt, beide Schichteu in ver
schwindend kleiner Entfernuug' von einander, so werden,
del' Gleichung 1) entsprechend, die Differentialquotienten
del' Potentialfunction auf heiden Seitell del' belegten Flache
gleich, die vV'erthe diesel' Function selbst abel' verschie
den seyn. Nebmell wir an, urn die GrOfse ihres Unter
schiedcs zu bestimmell, dafs zunachst nul' eine solche Schicht
da sey, welche in del' Flache Q selbst liege. Ihre Poten
tialfunction in einem Punkte del' Oberflache von del' Dich
tig'keit x sey u, deren Differentialquotienten nach del' ei-

nen Scitc ddll, nach del' andern ddU. Verlegcn wir nun
n. n2

die elektrische Schicht in die verschwindelld kleine Ellt
fernung /i von del' Flache Q nach del' Seite del' Normale
n) hin, so elltsteht dadurch eine vcrschwindend kleine Va
riation del' Potentialfunction. Del' Werth diesel' Function
in del' elektrischell Schicht selbst wird also nun u+/iJu,
und in einer ullelldlich kleinen Entfernung !J. n, von del'
Flache Q (odeI' !J.n 1 - /i von del' elektrische,11 Schicht):



227

U S' du A . dou
1 =u+eUu + -d (U n 1 -e)+ --e(iln 1 -e)

n, dnl

I d 2 u .
. +"2 dn12 (iln1-ey+ etc.

in der unendHch kleinen Entfernung; iln 2 nach der andern
Seite von ,Q dagegen:

U ~ du dtJu
2 =u+8au+

d
- (iln 2 +e)+ -de(iln 2 +e)

n2 112

+ 1 d2 u (A 2 + )22" dn,> un 8 + etc.

Nehmen wir nun die gleichzeitige Existenz von zwei
Schichten an, eine von cler Dichtigkeit + ~ in der Ent
fernullg + e, die andere von cler Dichtigkeit - Yo in cler
Entfernung - e von cler Flache Q, so wircl mit Weglas
sungder unendlich kleillen GHeder hOherer Orclnullg'

- duU1 '::"'2eou-2e d-
111

U ~ du
2 =2euu+2e d-

112

also

u U (dU dU),'
1- 2=-28 dn] + dn2 =8n"e

und wenn wir nach Analogie der Magneten die GrOfse
28,,=m das elektrische Moment cler Flachelleillheit nen
nen, wird

2) U 1 - U2 =4n-m. -

1st also cler Unterschiedcler Potentialfunctionen geg'e'
ben, so ist dadurch auch clas elektrische Moment des he
treffenclen Theils cler Fliiche gegeben.

Ein entsprechellder Fall tritt in .clurchstromten Leiter-
systemen an solchen Flachen ein, wo sich Leiter von glei
chern Widerstande und verschiedener elektromotorischer
Kraft berlihrell. Hier hat die Potentialfunction nach Kirch.
h 0 f' 5 dritter Bedingungsgleichung auf beiden Seiten ver
schiedelle Werthe, und die GrOfse ihres Ullterschiedes ist
gleich der elektromotorischen Kraft der betreffenden Stelle.
Diese letztere mufs also gleich 4 nm seyn. Dagegen ist

15*
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der Differentialquotient der Spannung, nach beliebig'er
Richtung' genommen, auf beiden Seiten gleich.

W 0 sich Leiter von ungleicher elektromotorischer Kraft
und ungleichem Leitungsvermogen beruhren, mussen dage
gen sowohl die g'anze Function als ihr Differentialquotient
auf beiden Seiten der Flache verschiedene Werthe haben,
was sich erreichen lafst, wenn an die' entgegengesetzten
Seiten der Flache Schichten von entgegengesetzten Elek
tricitiiten und· ungleicher Dichtigkeit angelagert werden.

Ich werde im Foigenden Ullter einer elektrischen Dop
pelschicht stets 11ur solchezwei Schichten verstehen, welche
an den entgegengesetzten Seiten einer Flache in unendlich
kleiner Entfernung vor ihr liegen, und deren eine ebenso
viel positive ElektricWit enthalt, als die andere negative.

In durchstromten zusammengesezten Leitersystemen sind
also aile Granzflachen zwischen Theilen von verschiedenem
Widerstande und aile zwischen ihnen und dem au{seren
nicht leitenden Raume mit einer einfachen Schicht Elektri
citat, au{serdem aile elektromotorischen Fliichen mit einer
Doppelschicht belegt. Hat man die Aufgabe zu losen, die
Stromvertbeilung zu finden , wenn die elektromotorischen
Krafte P gegeben sind, so g;iebt die Gleichung

P=4nm
sogleich das Moment m der Doppelschichten, welche den
elektromotorischen Flachen entsprechen, und die Aufg'abe
reducirt sich darauf, zu diesen Doppelschichten die einfa
chen zu finden , so da{s die Potentialfunctionen von ih
nen allen zusammeng'enommen den Bedingung'sgleichungen
Kirchhof's genugen.

Betrifft die Aufgahe Verbindungen von linearen kor.
perlichen Leitern, so kann man fur die Aufsuchung del'
Potentialfunctionell die Einstromung'spunkte del' Elektricitiit
in den korperlichen Leiter als einfache elektrische Massen
punkte betrachten; man erhalt bei dieser Substitution dngs
um sie her dieselbe Gestalt del' Potentialfullction, wie sie
Smaasen in seiner Untersuchung' fiber die Stromverthei
lung im Raume gefunden hat. Es sey A die elektrische
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Masse eines solchen Punktes, r seine Entfernung' von dem
Puukte, dessen Potentialfunction zu bestimmen ist, V der
Theil derPotentialfunction, welcher von anderen entfern
ten Masseneben daselbst hervorg'ehracht wird, so ist die
gauze Potentialfunction

~+v
r

1st nun d weill Element einer beliebigen Oberflache,
welche den Punkt A, aufser ihm aber keinen andern elek
trischen Massenpunkt einschliefst, und n die nach innen
~;ekehrte Normale von dw, so ist nllch einem Satze von
Gaufs I)

fd[ ::fJ dw=4nA

wo das Integral tiber die ganze Flache auszudehnen ist.
Bezeichnen wir die Leitungsfahigkeit des korperlichen Lei
ters mit k, so ist die gegen d w normale Stromcomponente
gleich

folgIich die ganze durch die geschlossene Oberflache von
innen nach aufsen stromende ElektricWit

+4nAk.
Da diese Elektricitatsmenge der aus dem linearen Leiter
einstromenden gleich seyn mufs, bezeichnet sie zugleich
die Stromintensitat in dem letzteren. Dadurch bestimmt
sich die GrOfse der hypotbetischen elektrischen Masse A.

Durch diese Umformung der Aufgaben tiber StrOl1lver
tbeilung erlangt man den grofsen Vortheil, ibre Losungen
auf die Betrachtullg' von Functionen zu reducirell, welche
schon mannigfach bearbeitet und in Reihen entwickelt
sind, namlich auf die Potentialfunctionen elektrischer Kor
per und Flachen. Ebenso kann man auch wiederum rtick
warts aus jedem Theorem tiber Stromvertheilung entspre-
1) 1. c, §. 6.
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chende und zum Theil neue Theoreme fiber die Potential
functionen del' Elektricitat und des Magnetismus herleiten,
doeh wiirde unsdas hie I' zu weit von unserem Wege ab
ffihren.

In Verbindung .mit diesen Betrachtungen erOffnet del'
Satz von del' elektromotorisehen Oberflaehe uns einen
neuen Wego zur Losung" del' Aufgabe, die Stromvertheilullg'
in einem begTanzten Leiter A von constantem Widerstande
zu finden. Statt del' elektromotorischen Krafte in A sub
stituiren wir, nach den angegebenen Regeln, elektrische
Massen, und nehmen dann an, dars A mit einem ableiteu
den Leiter verbunden werde, und zwar sey B del' unend
liehe aufsere Raum mit derselben leitenden Masse wie A
gefilIlt. Da nun das zusammengesetzte System A + B llir
gend freie Obe~flachen, odeI' Begranzungsflaehen von Thei
len verschiedenen Widerstandes darbietet, kODnen die elek
trischen Massen, vondenen die PotentialfunctioD del' es
durchstromenden Elektrieitat abhangt, nul' die inneren von
A seyn. Daher ist die SpanDullg in dem zusammellge
setzten Systeme A + B gleieh del' PotentialfunctioD del'
inneren Massen von A, und somit gegeben. Nun soll auch
die elektromotorische Oberflache von A allein in B diesel
ben Spannungell hervorbringen., wie die inneren Krafte
VOIl A; es mufs also ihre elektrische Potentialfunetion
(wenll sie als Doppelschieht betrachtet wird) im aufsern
Raume B del' del' inncren Massen von A gleich seyn.
Kennen wi!' die elektromotorisehe Oberflache von A, so
kennen wir in diesem FaIle also auch die Spannungen und
Strome; welche sie in dem System A+B hervorbringt.
Nun sind abel' nach dem Satze II. 2) die Strome, welche
in dem Leiter A ohne Ableitung kreisen, gleich del' Diffe
renz derjenigen, welche einmal die inneren Krafte von A,
daim die elektromotorisehe OberfHiche in dem abgeleiteten
System A+B hervorbringen wiirden. Daher reducirt sieh
die Aufgabe, in dem Leiter von constantem Wide!'stande
A die Vertheilung del' Strome zu finden auf die andere:
diejenige elektrische Doppelschicht an seiner Oberfliiche zu
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finden, welehe naeh au{sen dieselbe Potentiall'unction giebt,
weleke seine inneren elektrisehen Massen geben. Diese Dm
formung' del' Aufgabe ist wesentlich verschieden von del',
welche aus Kirchhof's Theoremen hedlicfst.Nach del'
letzteren wilrden wir eine einfache elektrische Schicht zu
suchen haben, welche an del' Granze des Korpers denscl
ben Diffcrentialquotienten del' Potcntialfunction, senkrecht
gegen die Oberflache genommen, gabe wie die inneren
elektrischen Massen. Jene Umformung leitete mich in del'
That in einigen. Fallen zur vollstandigen Losung', wo ich
diese aus Kirchhof's Theoremen nicht hcrzuleitcn wufste.
Als Beispiel will ich hier die Stromvertheilung' in einer
gleichmafsig leitenden Kugel behandeln.

Wir wenden Polarcoordinaten an, die sich auf den
Mittelpunkt del' Kug'el heziehen, und setzen

x=(! cosw
y=(! sin w cos rp
z=(! sinw sinrp,

bezeichnen den Radius det Kugel mit R, und setzen

R =u und ~=v. Alsdann findet bekanntlich folg'ende
(!' R
Beziehullg zwischen del' Potentialfunction Va einer auf del'
Kug'eloberflache verbreiteten elektiischen Schicht fill' die
Punkte des aufsern Ramnsg'enommen, und del' andern
Vj flir den innern Raum del' Kugel statt:

1
wenn Va = -F(w m u)q ., 1-'

1
so is! Vj = R~(w, <p, v)

_DIll nun den allgemeinen Ausdruck fur die inneren
und aufseren Potentialfunctionen einer elektrischen Dop
pelschicht zu finden, nehmen wir an,auf einer Kugelflache
VOln Radius R + ~R befinde sich die cine als positiv be
trachtete Schicht, und auf cineI' mit del' ersten cOllcentri
schen vom Radius R~~R die negative. ~R wird natiir
Hch als cine \'erschwhldend kleine GrOfse ang·esehen.Die
au(sere Potentialfunction del' ersten Schicht ist' dann
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die "Vinkelcoordinatell; W= a 1 und cp = 0, del' andere von
cler Masse -A dagegen w=a 2 und cp=o. Die Entfel'
Dungen r 1 und r 2 diesel' heiden Punkte von demjenig'en,
dessen Coordinaten 'I, w und cp sind, finden sich aus den
Gleichungen

'1' 1
2 =('1 cos w -Rcosa1)2 + (esin wcos cp-Rsina I) 2

+e 2 sin 2 wsin 2 cp
='12+R2 - 2 Re(coswcosa l+sin wsina l cos cp)

'1'2 2=e2+R2 -2R(I(coswcosa l +sinwsinu 2 cosep).
Setzen wir .

YI =coswcosu 1 +sinwsina 1 cosep
Y2 =coswcosu 2 +sinwsina 2 COS ep

so ist
. ..4.
W=V . .

(/+R'-2y I R I]

dahel' nach Gleichung 6

F(u) = 2~Rle2 Wdu+C

odel' wennman e durch u ausdriickt

F( ) - ..4. R I[ 1 '. _ 1 ] du+C
u -2dR uVI+u'-2rl u uVI+u'-2y.u

..4.R I ll-y.U+V l+u
2
-2 y.u ~

Ft.) =" AR og. nat. . y' 2 + C.
"'u I-YlU+ l+u -2Ylu

Substituirt man die hier g'efundene Function F(u) in die
Gleichung 7, so giebt sie

S - ~ I. t !R-y.(]+VR'+Q'-2 y.RI] l- R og. na . ,I
R-YI 1]+ r R'+(/ -2YI RI]

+ 2..4. 2A + C
VR 2 +1]'-2y,RfI 1/R'+I]'-2y.RI] .

Diese Gleichung ist zugleich auch die del' Spannungs
fHichen, deren Gesetz hiernach ein ziemlich verwickeltes
ist. Dasselbe ist fur die Stl'omungscul'ven del' Fall, so dars
eszu weitlauftig seyn wurde, es hier weiter auszufnhren.

(Schlufs im nachsten Heft.).
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